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2. ARITMETICA ENTERA

2.1. El conjunto de los niimeros enteros

Conjuntos de nimeros
e Numeros naturales: N={1,2, 3,4, ...}

e Nimeros enteros: Z ={...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}

Numeros racionales: Q = {% P, qE L, qF 0} = {numeros con expresién decimal periédica}

e Numeros reales: R = Q U {ntimeros con expresién decimal no periédica}

Operaciones en el conjunto de los niimeros enteros
En Z se consideran las conocidas operaciones de suma y producto que verifican las siguientes propiedades:

Conmutativa: at+b=b+a ab = ba
Asociativa: a+(b+c)=(a+b)+c a(bc) = (ab)c
Elemento neutro: a+0=a la =a

Elemento opuesto: a+(—a)=0
Distributiva: a(b+c) = ab+ ac
Cancelativa: at+c=b+c = a=b ac=bcy c#0 = a=0b

Orden natural en Z
Dados dos nimeros enteros a y b, se dice que a < b, que se lee "a es menor o igual que b, si b —a > 0. Se
verifican las siguientes propiedades:

1. Reflexiva: a < a, para cualquier a € Z.

2. Antisimétrica: sia < by b < a, entonces a = b.

3. Transitiva: sia < by b < ¢, entonces a < c.

4. Orden total: para cualesquiera a,b € Z, a <bo b < a.

5. Compatibilidad con la suma: si a < b entonces a + ¢ < b + ¢ para todo ¢ € Z.

6. Compatibilidad con el producto: si a < b entonces ac < bc para todo ¢ > 0.

Acotacién en Z

e Un conjunto X C Z estd acotado inferiormente si existe un m € Z, llamado cota inferior, tal que
m < x para todo x € X. La mayor de las cotas inferiores se llama infimo, y si pertenece al conjunto se
llama minimo o primer elemento.

e Un conjunto X C Z estd acotado superiormente si existe un M € Z, llamado cota superior, tal que
x < M para todo z € X. La menor de las cotas superiores se llama supremo, y si pertenece al conjunto
se llama maximo o ultimo elemento.

e Un conjunto se dice que estd acotado cuando lo esta superior e inferiormente.

Axioma de la buena ordenacién: Cualquier subconjunto no vacio de Z acotado inferiormente tiene minimo.

Y, como consecuencia, también se cumple que:

e Cualquier subconjunto no vacio de Z acotado superiormente tiene maximo.
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e El conjunto de los niimeros naturales y cualquier subconjunto suyo tienen primer elemento.

Relaciones de orden
Se llama relacién de orden sobre un conjunto A a cualquier relacién R entre sus elementos que verifica las
siguientes tres propiedades:

1. Reflexiva: aRa, para cualquier a € A.
2. Antisimétrica: si aRb y bRa, entonces a = b.
3. Transitiva: si aRb y bRc, entonces aRc.

Cuando ademés dos elementos cualesquiera siempre estan relacionados (para cualesquiera a,b € A, aRb o bRa)
se dice que R es un orden total o que el conjunto A estd totalmente ordenado por R. En caso contrario
se habla de orden parcial.

Ordenes en el conjunto de los niimeros naturales
e Orden natural: 1 <2<3<4<....

e Orden de Sarkovski:

3 < 5 =< 7 =< 9 e
< 23 < 25 < 27 < 29 < ... <
< 22.3 < 922.5 < 22.7 < 22.9 =< ... <
< 2.3 < 22.5 < 2.7 < 22.9 < ... <
< .= 2 <22 < 2 < 1

e Otroorden total: 1<13<15<17<...92<94<196<84....

e Un orden parcial: a 4bsia < by b—a es par. Un representacion de este orden seria:

14345474... , , )
y no estan relacionados los pares con los impares

24446484...

Ejercicios
1. Estudia la acotacién de los siguientes conjuntos de ntimero enteros:

A:{xEZ:x2<1O} B ={z € Z : x es multiplo de 3}

Soluciones y/o sugerencia a los ejercicios
1. A estd acotado con minimo —3 y maximo 3. B no estd acotado ni inferior ni superiormente.
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2. ARITMETICA ENTERA

2.2. El método de induccién

Definiciones recursivas
Para definir una funcién sobre el conjunto de los niimeros naturales se pueden usar dos tipos de expresiones o
férmulas:

e Férmula explicita: cuando basta sustituir n para hallar el valor de la funcion.

e Formula recursiva: cuando el valor de la funcién en n se calcula a partir de los valores que toma en
n—1,n—2, ..

Asi, por ejemplo, férmulas explicita y recursiva para la suma de los n primeros nimeros naturales son las
siguientes:

.. nn+1) ) S(1)=1
Explicita: S(n)=14+2+3+...+n= ——nr—~% Recursiva:
p (n) 5 {S(n):S(n—l)—l—n, n>1
Definicion inductiva de N
Si S C N verifica que:
(i) 1e8 (ii) ke S = k+1eS

entonces S = N.

El principio de inducciéon
Sea P, una proposicién matematica que puede ser verdadera o falsa para cada nimero natural n. El principio
de induccién matematica afirma que si:
(i) P1 es verdadera.
(ii) Py verdadera = Py, verdadera.
Entonces, la P, es verdadera para cualquier n € N.

Observacién Si en la definicién inductiva se cambia la condicién “1 € S” por “ng € S”, ng € Z, entonces
S = {no, np+1,...}. Como consecuencia, si en el principio de induccién se cambia la condicién “P; es
verdadera” por “P,, es verdadera” entonces el principio de induccién concluye que P, es verdadera para
cualquier n > ng. (jOjo!: ng puede ser natural o entero.)

El principio de induccién fuerte
Sea P, una proposicién matematica que puede ser verdadera o falsa para cada nimero natural o entero n > ny.
El principio de inducciéon fuerte afirma que si:
(i) P,, es verdadera.
(ii) P, verdadera para ng <n <k = Pj41 verdadera.
Entonces, la P, es verdadera para cualquier n > ng.

Ejercicios

1. Obtén expresiones recursivas para cada una de las siguientes funciones:
(a) La suma de los n primeros ntimeros naturales impares.
(b) La funcién que proporciona el niimero total de puntos de corte después de trazar n rectas en el plano
con la condicién de que cada recta trazada corta a todas las trazadas con anterioridad.
(c) El factorial del niimero n.

2. Demuestra, usando el principio de induccién matemadtica, que para cualquier nimero natural n € N se
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cumple cada una de las siguientes propiedades:

n(n+1)(2n+1)

(a) 12 +22 432+ ... +n% = G (g) n® — n es divisible por 6
: 1))?
(b)13+23+33+...+n5:(n(n;)) (h) 2" <nl, sin>4
1)(6n® +9n? +n — 1
(C)14+24+34+...+n4:n(n+ )(n?)—l(—) nAn—l) (i) 7" — 1 es divisible por 6
1 1 1 1 n
d = ) 2% + 15n — 1 iltiplo de 9
()1'2+2'3+3.4+ +n(n+1) ] (j) 2°" + 15n — 1 es maltiplo de
(e) (1+a)" >1+an, siendo a >0 (k) 22" > n?
(£) n® + (n +1)% + (n + 2)* es divisible por 9 (1) 3- 5271 1 2371 o5 multiplo de 17

Soluciones y/o sugerencia a los ejercicios
. (@) {g(n)iS(n—l)—i—@n—l), n>1 {C(n)fC(n—1)+(n—1), n>1
(1)=1 c(1)=0
©) Fn)=nF(n-1), n>1
VP =1

(2) En cada caso, se verifica que la propiedad es cierta para n =1 (en (h) para n = 4) y después, suponiendo
que la igualdad es cierta para n = k — 1 se demuestra que es cierta para n = k.
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2. ARITMETICA ENTERA

2.3. Sistemas de numeracion

Teorema de la divisién entera
Sia€ZybeN, entonces existe un tnico par de enteros ¢, r € Z tales que:

a=bqg+r con 0<r<bd

Demostracién: Se supone, en primer lugar, que a > 0.
Existencia: Se considera el conjunto X = {n € Z : n > 0y nb < a}. Este conjunto es no vacio, ya que al menos
0 € X, y esta acotado superiormente, luego admite méaximo ¢ € X que verifica:

. B = a—¢gb=rcon0<r<b
a—qb<b, puessia—qgb>bentonces (¢+ 1)b < ay ¢ no serfa supremo

{qbga = a—q¢b>0
Unicidad: Si a = qi1b+ 11 y a = ¢2b + 73, restando ambas expresiones:

(—@)b=ro—r1 = |q1 —@b=|ro—11|<b = 1 =q = =12

Sia < 0, entonces —a > 0 y se aplica lo anterior: —a = gb+ 7 con 0 < r < b. En el caso de que r = 0,
a=—gb+0=¢b+0,ysir>0:

a=—ghb—r=—qgb—b+b—r=—(g+1)b+(b-r)=q¢db+r"con0<r' =b—r<b
Ejemplo: Sia=23yb=7,23=3-7+2, esdecir,q=3yb=2.
Sia=-23yb=7,23=3-7+ 2, y entonces
-23=-3.7T-2=-3-7—-7T4+7T—-2=—-4-7T45 = qg=—-4yr=>5
Sistema de numeraciéon en base t

Si t > 2 es un numero natural, aplicando el teorema de la divisién entera, cualquier niimero natural x € N se
puede expresar de modo tnico en la forma:

T =1t 1t 4 et it g donde 0 <r; <tyr,#0
y se indica:
x = (rprp—1...72r170)¢
que se llama expresién de z en el sistema de numeracién en base t. Cada r; € {0,1,2,...,¢t — 1} se llama

digito en base t.
Ejemplos de bases

e Base decimal o usual: ¢ = 10, Digitos= {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
204 =2-10240-10 4 4 = 2044o.

e Base binaria: ¢ = 2, Digitos= {0, 1}.
204=1-2"41-2640-2540-2*4+1-23241-2240-2+0=110011005.

e Base ternaria: ¢t = 3, Digitos= {0, 1, 2}.
204=2-3*4+1-334+1-3242-3+0=21120s.

e Base octal: t = 8, Digitos= {0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
204 =3-82+1-8+4 =314s.

e Base hexadecimal: t = 16, Digitos= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F}.
204 =12-16 + 12 = CCys.
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2. ARITMETICA ENTERA

2.4. Divisibilidad. Algoritmo de Euclides.

Definicion de divisibilidad

Dados dos nimeros enteros, a,b € Z con a # 0, se dice que a divide a b, y se escribe a | b, si existe un nimero
entero ¢ € Z tal que b = ac. También a divide a b, también se dice que a es un divisor de b o que b es multiplo
de a.

El conjunto de divisores positivos de un nimero positivo b se representa por D, y este conjunto siempre
contiene a 1 y b.

Un numero natural mayor que 1 se llama primo si sus Unicos divisores son él mismo y la unidad. En caso
contrario se llama compuesto.

Propiedades de la divisibilidad
Para cualesquiera enteros con el requerimiento, en su caso, de que el divisor sea distinto de cero, se cumplen
las siguientes propiedades:

1. a|0, =£lla, =ala. 2. albyalc = al|(ab+ fe). 3. albybla = a==b.

Méximo comun divisor

Se llama maximo comun divisor de dos niimeros enteros no nulos a y b al mayor de sus divisores comunes,
y se representa por mcd(a, b).

Cuando el maximo comun divisor de dos nimeros a y b es 1, se dice que dichos niimeros son primos entre si.

Propiedades del maximo comiin divisor

1. Si d =mcd(a,b), entonces: d|ay d|b.

N

. Siclay cl|b, entonces: ¢| med(a,b).

w

. Sialbcy med(a,b) =1, entonces: ac.
4. Si d = med(a, b), entonces: med (%, %) =1.

5. La reduccién de fracciones a forma irreducible es tinica.

Algoritmo de Euclides para el calculo del maximo comun divisor

Si r es el resto de la division entera entre dos numeros a y b, entonces a = bg + r, de donde se deduce
inmediatamente que cualquier divisor de a y b lo es de r y cualquier divisor de b y r lo es de a. En consecuencia:
mcd(a, b) = med(b, 7).

Mediante sucesivas divisiones enteras se obtiene el algoritmo:

a=>bgq +r = mcd(a,b) = med(b, 1)
b=r1q2 + 19 = mcd(b, 1) = med(ry,re)

r1=T2q3+ 13 = mcd(r,7r2) = med(re, r3) —> mcd(a,b) = r; (dltimo resto no nulo)

Th—1 = TkQe+1 + 0 = med(rp—1,7,) = med(rg, 0) = 7y,

Este algoritmo admite el siguiente esquema grafico:

a b 71 9 e e Th—1 ri — mCd(a, b) =TIk
79 |73 | - |- | Th | O

Complejidad del algoritmo de Euclides
Se entiende por complejidad de un algoritmo al niimero de pasos que hay que realizar hasta que finalize, lo que
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depende de los datos iniciales. En cada paso de este algoritmo, el producto de los dos ntimeros a los que hallar
el maximo comun divisor baja al menor a la mitad, ya que:
ab

a=bg+r>b+r>2r = ab>2br = br<?

Después de k pasos se trabaja con dos niimeros cuyo producto es como maximo g—fg, que tendrad que ser mayor

o igual que 1, y entonces:

ab
o 21 = oF <ab = k <logy(ab) = logya + logy b
Ejercicios
1. Demuestra que para todo n > 1, 6 divide a n3 + 3n? + 2n.
2. Encuentra el conjunto de divisores positivos del nimero 20. ;Cudntos son? ;Cudl es su suma?

3. Usa el algoritmo de Euclides para encontrar el maximo comun divisor de los siguientes niimeros:
(a) 18 y 122; (b) 1312 y 800; (c) 322 y 406; (d) 247 y 9981; (e) 10223 y 33341.

Soluciones y/o sugerencia a los ejercicios

1. Se deduce de la descomposicién factorial de n3 + 3n? + 2n.
2. Dy ={1, 2, 4, 5, 10, 20}. Son 6 y su suma es 42.

3. (a) 2; (b) 32; (c) 14; (d) 1; (e) 1.
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Ejercicios
1. Escribe el ntimero 1465 en bases 2, 5, 7, 8 y 16.
2. Escribe en base decimal los nimeros: 1010010015, 121013, 3421045 vy 2AE0B.
3. Resuelve la ecuacién: 132, = 3305.

4. Calcula la siguiente suma en base 5: 1325 + 3105 + 12s.

Soluciones y/o sugerencia a los ejercicios

1. 1465 = 101101110019 = 213305 = 41627 = 26713 = 5B94s.
2. 1010010019 = 329, 121013 = 145, 3421045 = 12154 y 2AE0B14 = 175627.
3. x=8.

4. 1004s5.
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2. ARITMETICA ENTERA

2.5. Ecuaciones diofanticas lineales

Definicién
Se llama ecuacion diofantica lineal a cualquier ecuacién de la forma ax + by = ¢ donde a, b y ¢ son nimeros
enteros y de las que sélo interesan soluciones enteras.

Teorema de Bezout
Dados dos niimeros enteros a y b, med(a, b) = 1 siy sélo si existen niimeros enteros m y n tales que ma+nb = 1.
Los nimeros m y n no son tnicos, como se justifica con el siguiente ejemplo:

1=4-24(-1)-7=(-3)-24+1-7=(-10)-2+43-7=25-2+ (-7)-T=...

Si med(a, b) = d > 1, también existen nidmeros enteros m y n tales que ma + nb = d, como se justifica asi:

b b
med(a,b) =d>1 = mcd(Z,d> =1 = Im,neZ: m%%—ng:l = ma+nb=d

Algoritmo para encontrar los coeficientes del teorema de Bezout

Para encontrar los coeficientes, cuya existencia asegura el teorema de Bezout, se puede usar un algoritmo que
se deriva del algoritmo de Euclides, y que se ilustra a continuacién con un ejemplo. Si a = 122 y b = 18,
entonces d = mcd(a,b) = 2 y los coeficientes se obtienen asi:

122 =6-18 414

6| 1]3]2 9 — -
22 181442 e B 381 14)=4.14-3.18=
4] 4] 270 4—9. 240 —4(122 —6-18)—3-18 = 4122 + (—27) - 18

Resolucion de las ecuaciones diofanticas lineales
La ecuacién dioféntica lineal azx + by = ¢, con a,b, ¢ € Z — {0}, tiene solucién si y sélo si med(a,b) | ¢, en cuyo
caso las soluciones son:

— bt
{.T = Zo + mcd(a,b)

ot para cualquier ¢ € Z, siendo (g, o) una solucién particular de ax + by = c.

Y=Y — mcd(a,b)
Algoritmo para la resolucion de ecuaciones diofanticas lineales
Para resolver la ecuacién dioféntica lineal ax + by = ¢, que debe verificar que med(a,b) = d| ¢, se procede ast:
1. Se aplica el teorema de Bezout a los nimeros a y b para encontrar m y n verificando que ma + nb = d.

2. Multiplicando por a = ¢/d, se obtiene ama + anb = ad, es decir, aam + ban = ¢, de donde se deduce
que o = am e yg = an es una solucién particular.

3. Todas las soluciones de la ecuacién son:

_ bt __ mctbt
rT=x0+ 7 r=——
{ 0T d , teZ o también: { d , teZ

_ at __ nc—at
Y=Y — 4 =g

Ejercicios
1. Estudia la existencia de soluciones y resuelve las siguientes ecuaciones diofanticas lineales:

(a) 282+ 7Ty =10 (c) 165z + 48y = —6 (e) 66x + 550y =88 (g) 10z — 15y =c, 1<c <12
(b) 350 — 20y =5 (d) 28z + 36y =44  (F) 966z + 686y =70 (h) 84z + 990y = ¢, 10 < c < 20
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2. Se dispone de dos recipientes con capacidad de 7 y 9 litros, respectivamente, un gran cubo con un
desagiie y un suministro ilimitado de agua. ;Es posible conseguir exactamente un litro de agua? ;Y si
no se dispone del cubo?

3. Un turista europeo y otro americano se encuentran en Suecia donde el primero de ellos contrae con el
segundo una deuda de 1000 coronas. Si cada uno de ellos dispone de la moneda de su pais, sin fracciones,
y teniendo en cuenta que un euro equivale a 18 coronas y un ddlar a 13 coronas, ;cémo pueden saldar su
deuda?

4. Un agente tiene invertido dinero en acciones de Azucarera y Repsol, cada una de las cuales se cotiza a 89
y 614 euros, respectivamente. Necesita hacer una transaccién para disponer exactamente de 1000 euros
en efectivo. ;Cémo puede hacerlo?

Soluciones y/o sugerencia a los ejercicios

=-—1-20¢t = —14 + 16t =444 9t
1. (a) Sin solucién. (b) 4" tez. (c) " T ez @t
y=—2—35t y = 48 — 55t y=-33-"Tt
= —32+4 25t = —110+49¢ =-—-143t
ORE T ez ) " T ez (@ Sie=5 T T T e
y=4-—3t y = 155 — 69¢ y=—-14+2¢
=—-243t =118 + 165¢
si c=10: v + t € Z; y si ¢ # 5,10 no hay solucién. (h) Sic=12: o + :
y=-2+2t y=—10 — 14t
=177+ 165t
sic=18: 4" + t € Z;y sic# 12,18 no hay solucién.
y=—15— 14t
2. Si, echando cuatro veces el recipiente de 7 litros y sacando tres veces el de 9 litros. También.
3. El europeo le paga 57 euros y el americano le devuelve 2 délares.

4. Vende 69000 acciones de Azucarera y compra 10000 acciones de Repsol.
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2. ARITMETICA ENTERA

2.6. Nimeros primos

Definicion

Un numero natural p > 1 se llama primo si sus tnicos divisores positivos son 1 y p. En caso contrario, se
llama compuesto.

Los primeros nuimeros primos son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, ...

Teorema fundamental de la aritmética
Todo ntimero natural n > 1 se puede expresar de modo tinico (salvo orden) como producto de niimeros primos:

_.a a aj
n=p-py’ ... Dy

donde los nimeros a; son naturales y los p; niimeros primos distintos. A esta expresién se le llama factorizacién
prima o descomposiciéon en factores primos del nimero n.

Propiedades
1. Un numero primo p divide a n si y s6lo si p es un factor de la descomposicién factorial de n.
2. Si p es primo y p|ab, entonces p|a o p|b.
3. Sipesprimoy plajas...ag, entonces p|a; para algin i, 1 <i < k.
4. Existen infinitos niimeros primos.
5. Un ntimero natural n > 1 es compuesto si y sélo si es divisible por algin primo p < /n.
Criba de Eratéstenes

Es un método sistematico para construir la lista de los nimeros primos hasta cierto nimero natural N. Se
procede ast:

e Se escribe una lista ordenada con los niimeros naturales del 2 al V.

Se deja el ntimero 2 y se tachan todos sus multiplos: 4, 6, 8, ...

A partir del 2 el primer niimero no tachado es 3, que se deja y se tachan todos sus miltiplos: 6, 9, 12, ...
(algunos ya estaban tachados).

A partir del 3 el primer niimero no tachado es 5, que se deja y se tachan todos sus multiplos: 10, 15, 20,
. (algunos ya estaban tachados).

e Y asi sucesivamente, se contintia mientras que el siguiente niimero no tachado sea menor o igual que v V.

Después del proceso anterior, los nimeros no tachados son los niimeros primos menores o iguales que N.

La criba de Eratdstenes no es til para decidir si un niimero grande (de los utilizados en criptografia) es primo.
Asi, por ejemplo, para saber si es primo un niimero de 100 cifras, N ~ 10'%0, 1a criba de Eratéstenes necesitaria
chequear con alrededor de 8 - 1047 niimeros primos, y para realizar esta tarea las més avanzadas computadoras
actuales necesitarian alrededor de 15.000 millones de afios (un tiempo mayor que el estimado para la edad del
universo).

Resultados y conjeturas sobre nimeros primos
e Todo nimero natural par es suma de dos nimero primos (conjetura de Goldbach).
e Simed(a,b) = 1, existen infinitos nimeros primos de la forma aq + b (Dirichlet, 1837).

e El intervalo entre niimeros primos consecutivos puede ser infinitamente grande, como se deduce de que
para cualquier n los siguientes n — 1 niimeros son compuestos y consecutivos:

n+2, n!+3, nl+4, ..., nl+n,
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e Primos de Fermat: son los niimeros de la forma F,, = 22" 4 1, sobre los que conjeturé que todos eran
primos. Efectivamente, los primeros si lo son: Fy =5, Fy» = 17, F3 = 257, ...
Sin embargo la conjetura no es cierta, como comprobd Euler con el quinto niimero que es compuesto:
F5 = 4294967297 = 641 - 6700417.

e Nimeros (primos) de Mersenne: son los nimeros de la forma M, = 2P —1 con p primo. Los primeros
numeros de Mersenne son primos: My = 3, Mg =7, Ms = 31, M7y = 127, ...
Sin embargo, no todos son primos: M7 = 2047 = 23 - 89 es compuesto.

e Los primos conocidos con un gran numero de cifras son siempre primos de Mersenne. A la buisqueda de
grandes nimeros primos se dedica el proyecto GIMPS, que en agosto de 2008 encontré el nimero primo:

n = 243112609 _ 4 (~ 13 millones de digitos)

e ;Cuantos numeros primos hay?: Se sabe que hay infinitos, pero jcuantos?

. p n P .
Para cada n, entre los n primeros nimeros naturales hay 7(n) ~ —— ntmeros primos

Inn

Ejercicios
1. Factoriza el niimero n = 8872.
2. Halla todos los multiplos de 28 cuyas dos ultimas cifras sean 16.

3. Demuestra que si p # 2,5 es primo, entonces: 10| (p? — 1) 6 10| (p? + 1).

Soluciones y/o sugerencia a los ejercicios

1. 8872 = 23.1109.

2. 700t — 784, t > 2.

3. Analiza los casos posibles en funcién de la terminacién de p (1, 3, 7 0 9).
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2. ARITMETICA ENTERA

2.7. Polinomios

Divisibilidad de polinomios
Dados dos polinomio P(z) y Q(z) (con coeficientes enteros), se dice que Q(z) divide a P(zx), y se indica
Q(z) | P(z), si P(x) = Q(z)R(z), donde R(x) es un polinomio no constante con coeficientes enteros.

Maximo comun divisor

Se llama méximo comn divisor de dos polinomios no constantes P(z) y Q(z) a su divisor comtn de mayor
grado, y se representa por mcd (P, Q).

Para hallar el maximo comun divisor de dos polinomios se puede utilizar el algoritmo de Euclides, como se
muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo
Para hallar el maximo comtin divisor de los polinomios P(z) = 22* — 2% — 522 + 3z y Q(z) =22% — 22 —2 -3
se aplica el algoritmo de Euclides:

T z+1 T

207 — 23 —Bx? + 32 [ 22 — 22 —2 -3 [ 222 -3z [ 2x -3 | = mcd(P,Q) =22 -3
—42” + 6 2z — 3 0

Al pasar el primer resto (—4z? + 6z) como cociente (222 — 3z) se ha dividido por —2, lo que no afecta el
resultado final y evita coeficientes fraccionarios. Asimismo, cuando hay fracciones en algin polinomio, se
puede multiplicar por el minimo comin miltiplo de los denominadores.

Factorizacién de polinomios

Un polinomio P(z) (con coeficientes enteros) es reducible si P(x) = Q(x)R(z), donde Q(x) y R(x) son
polinomios no constantes con coeficientes enteros. En caso contrario, se dice que P(x) es irreducible.

Se llama factorizacién de un polinomio al proceso de descomposicién del polinomio en producto de factores
irreducibles.

Criterio de Eisenstein

Sea P(z) = apa™ + an_12" 1 +.. . 4+ ax® 4+ a1z + ap un polinomio de grado n con coeficientes enteros. Si existe
un nimero primo p que divide a ag, a1, ..., a,_1 pero no divide a a,, y p? tampoco divide a ag, entonces P(z)
es irreducible.

Asi, por ejemplo, para decidir si el polinomio P(x) = 23 — 222 + 42 — 6 es irreducible hay que comprobar si
alguno de los nimero primos que dividen al termino independiente (2 6 3) verifica el criterio de Eisenstein.
Puesto que p = 2 lo verifica, el polinomio P(z) = 23 — 222 + 42 — 6 es irreducible.

Ejercicios
1. Halla el maximo comun divisor de los siguientes pares de polinomios:
(a) Px)=a2— 2%+ 42> —2+3 (b) P(z) = 22* — 323 — 322 + 22
a
Q(r) = 2° + 223 + 322 Qz)=2 -2 -T2 +2+6
2. Aplica el criterio de Eisenstein para probar que el polinomio P(z) = 2® — 4z + 2 es irreducible.

3. ;Son irreducibles los polinomio P(z) = 22 + x 4 1?7 ;Se puede aplicar el criterio de Eisenstein?

Soluciones y/o sugerencia a los ejercicios

1. (a) 22 — 2 +3; (b) z + 1.

2. Se cumple para p = 2.

3. No se puede aplicar el criterio de Eisenstein. z? + 2 + 1 es irreducible, y 22 + 2 — 1 no lo es.



